Gradige algoritmer

Mads Qhm Larsen
6. april 2008

1 Hvad er en gradig algoritme?

En gradig algoritme, er en algoritme der altid tager den optimale lgsning pa et
givent tidspunkt. Det vil sige at den altid ggr det der er bedst lige her og nu.
Vi haber altsa pa at den lgsning vi veelger forer til en optimal lgsning pa hele
problemet.

2 Relation mellem gradige algoritmer og dyna-
misk programmering

I modsetning til dynamisk programmering, hvor vi udregner et valg pa bag-
grund af hvad vi tidligere har gjort, vaelger gradige algoritme den optimale
Igsning til et underproblem og haber at det fgrer til en optimal global lgsning.
Med dynamisk programmering lgser vi altsa problemerne fra bunden og op
(fra sma problemer til stgrre). Med gradige algoritmer lgser vi problemet fra
toppen og ned (fra store problemer til sma).

3 Korrekthed

Vi kan ikke bare sadan vise at en gradige algoritme lgser problemet, men vi har
2 egenskaber vi kan sige noget ud fra.

3.1 Gradige-valg egenskab

Det gradige-valg egenskaben viser sig ved at vi kan lave optimale (gradige)
Igsninger til underproblemer péa problemet.

3.2 Optimal substruktur

Et problem har optimal substruktur, hvis en optimal global lgsning basere sig
pa optimale lokale Igsninger.

4 Aktivitetsskeduleringsproblemet

En rackke aktiviteter, alle med et start- og et sluttidspunkt skal passe ind i et
lokale.
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4.1 Optimal substruktur

Antag at der er fra 1..n aktiviteter. Lad den 0. aktivitet slutte for alle andre og
den n + 1 starter efter alle andre. Kigger vi pa S;; = {ar € S: fi < s < fi <
s;j}, altsa meengden af aktiviteter der starter efter a; slutter og slutter for a;
starter, ser vi at S = Sp 41, S=0Q fori < jogay € Sy =i <k<j.

Den optimale lgsning til dette problem ma veere den optimale lgsning til S;x
og den optimale lgsning til S;. Ergo er der optimal substruktur.

4.2 Rekursiv ligning
Lad c[i, j] veere den sterste submaengde af komplitible aktiviteter i .S;;.

i, j] = 0 for S=0 (1)
gl = maxg,es,; {cli, k] +clk,j] +1} for S# 0

4.3 Gradig algoritme

Samme som fgr, men vi kigger kun pa den aktivitet, a,, € S;;, der slutter tidligst.

1. ay, bliver brugt i en optimal lgsning til et subproblem i S;;
2. Subproblemet S;,, er tomt
Bevis:

1. I en hver optimal lgsning til S;; kan vi skifte den aktivitet med tidligst
sluttidspunkt ud med a,, uden at lave overlap.

2. Kommer direkte af at a,, har det tidligste sluttidspunkt af alle aktivite-
terne.

Med dette kan vi nu lgse problemet fra toppen og ned og lave gradige valg, hele
tiden med mindre underproblemer!

5 Huffman-kode problemet

En Huffman-kode er en algoritme der tager en tekststreng og udfra hyppigheden
laver den et bingert tree saledes at alle tegn for en unik bitsekvens. Dem med
hgjst hyppighed vil have den korteste. Det mest hyppige tegn kunne have koden
0, og derfor kan ingen andre tegn have et prefix 0. Dette kaldes prefix-koder.

5.1 Gradig algoritme til lgsning af Huffman-koden

Vi sortere tegnstrengen efter deres hyppighed i en minimumskg. Efter veer ite-
ration saette vi de to sammen der har de mindste hyppigheder i et trae. Roden
i treeet for veerdi der er summen af dets bgrn. Derefter satter vi dette trae ind
i minimumskgen hvor det skal veere.

Nar algoritmen har kgrt n — 1 gange vil vi have et element pa venstre side
og et trae pa hgjre side. Elementet vil veere det element der har den hgjeste
hyppighed.
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5.2 Koretid

Minimumskgenen kan initaliseres for n tegn pa O(n) tid, hvis vi bruger min-
hob operationer. Herefter vil vi i hver iteration finde det mindste og sztte det
sammen med resten af hobben. Da alle operationer med hobbe tager O(lgn)
tid, vil hver iteration tage O(lgn) tid. For n tegn giver dette O(nlgn) tid.

6 Andre problemer

Bade mindst udspaendende traeer og korteste vej algoritmer ggr brug af gradige
algoritmer!



