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1 Definition af problemet

Vi vil gerne finde det tree i en vaegtet graf saledes at summen af vaegtene er
mindst mulige.

2 Definition af et udspaendende trae

Et udspeendende tree i en graf er et trae der gor at alle knuder i grafen haenger
sammen.

3 Definition af mindst udspsendende trae

Hvis vi har en graf definiret ved G = {V, E, ¢}, hvor V er knuderne, E er kanterne
og c er den funktion der fgrer en fra knude til knude, sa er det MST til grafen
defineret ved at koble alle knuderne sammen saledes at kosten er minimal. Der
vil altid veere n — 1 kanter i et MST, hvor n er antallet af knuder.

4 Generiske algoritme og dennes korrekthed

Vi ggr brug af snit til at finde et MST. Et snit er nar vi kan ligge en linie gennem
grafen, og stadig respektere settet A, som indeholder kanterne. Algoritmen fglger
folgende lpkke invariant: “Fgr hver iteration er A et subset af noget minimum
udspezendende trae”. Ved hvert skridt finder vi en kant (u,v) som kan tilfgjes
A unden at overtraede invarianten, altsa skal A U (u,v) ogsa veere et MST. En
sadan kant hedder en “safe-edge”, da den sikkert kan lsegges til A.

Algoritmen kgrer indtil A er et udspaendt trze. For hver iteration tager vi en
kant der sikkert kan leegges til A og leegger den til. Har vi en sammenhaengende
graf, som vi skal have for at kunne finde et MST, ved vi jo at alle knuder
haenger sammen, og derfor ma alle knuder, pa et eller andet tidspunkt veere en
“safe-egde” til A. Derfor kan dette lade sig ggre.

4.1 Korrekthed

Vi skal bruge 3 ting for at vise hvordan dette virker:

1. En kant krydser et snit, (S,V — S), hvis det ene af dets en endepunkter
eriS ogdetandetiV — 5
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2. Et snit repektere A hvis ingen af de kanter der er i A krydser snittet

3. En kant er en let-kant hvis det er den kant med mindst vaegt der krydser
snittet

Lad G veare en sammenhaengende, ikke-orienteret graf med en veegt funktion.
Lad A veere et subset af E der er inkluderet i et MST for G og lad (S,V — 5)
vaere et snit der repektere A. Lad derefter (u,v) veaere et let-kant, sa er (u,v)
sikker for A.

Bevis: Lader vi T veere et MST som indeholder A. Lader vi T veere et
andet MST, der ogsa indeholder A, men ikke (u,v) kan vi, ved hjeelp af klip-
og-klister teknikken vise at (u,v) er et safe-edge. Laver vi et snit, saledes at
(u,v) har endepunkter pa hver side, ma der findes en anden knude der ogsa har
det i T. Fjerner vi denne kant, og lader (u,v) veere et let kant, kan vi vise at
ogsa T” ma veere et MST. Vaegten for de to knuder ma veere w(u,v) < w(z,y).
Men dette gor at w(T") < w(T). Da T var et MST, ma det dog forholde sig at
w(T) < w(T"). Altsd ma de veere ens, og vi har vist at 77 ma veere et MST.

Vi mangler dog at vise at (u,v) er en sikker kant. Vihar AC T’ da ACT
og (r,y) € A. Altsa AU (u,v) C T'. Derfor, siden T” er et MST, er (u,v) en
sikker kant.

5 Kruskal’s algoritme

Denne basere sig direkte pa den generiske algoritme, da ogsa denne tager en
sikker kant og tilfgjer til traeet. Vi tager en liste af kanter, og sortere dem i
ikke-faldende orden efter veegt. Herefter gennemgas denne liste, og laver kanten
ikke en cyklus i traeet bliver den tilfgjet.

Dette kan implementeres med disjunkte-maengder, hvor hver maengde er et
tree. Vi kan derfor finde ud af om to kanter er i samme trze ved at lave en
FIND-SET operation pa dem. Og vi kan leegge kanten til vha. UNION. Kruskal’s
algoritme er gradig, da vi altid laver det bedste valg lige nu og her!

5.1 Kdretidskompleksitet

Vi antager at vi bruge disjunkte-maengder med path-compression og union-by-
rank. Det vil tage os O(FE1g E) at sortere kanterne. Vi bruger O(E) FIND-SET
og UNION operationer, sammen med |V| MAKE-SET, tilsammen O((V + E)a(V))
tid, hvor « er en meget langsomt voksende funktion. Siden grafen er forbundet
har vi |E| > |V| — 1, sa vores disjunkte-mzengder operationer tager O(Ea(V))
tid og siden a(V) = O(lgV) = O(lgE) har vi at Kruskal’s algoritme tager
O(ElgE) tid.

6 Prim’s algoritme

Prim’s algoritme er igen et special tilfeelde af den generiske algoritme. Denne
virker ved at vi leegger snittet séledes, at den ene mangde indeholder alle de
kanter der er i A, og den anden indeholder alle de kanter der endnu ikke er i A.
Derefter tilfgjer vi den kant med mindst veegt og gentager.
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6.1 Kogretidskompleksitet

Prim’s algoritme kan implementeres ved hjzlp af min-hobe, hvor vi alle kanter
der ikke er i A veere en knude i min-hoben med nggle der svarer til den mindste
veegt til en knude i A. Hver gang vi tilfgjer et nyt element i hoben, skal denne
genopbygges (O(|V])). Det tager O(lg |V|) at udtrackke en knude og lige sa at
indseette en knude. Alle kanter bliver set pa én gang, altsa O(Elg|V]).



