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Problemet

Vi sgger at finde alle forekomster af mgnsteret P [1..m] i teksten T'[1..n], hvor
P og T bestar af tegn fra alfabetet 3. Dette gores ved at finde alle “skift” hvor
P matcher. Skift vil veere 0-index.

Naive Algoritme

T [1..n] = abaabac
P[l..m] = baa
Korer alle skift igennem og tjekker om den passer her.

Kogretid

O ((n — m 4+ 1) m), da vi skal tjekke alle veerdier af s for P [1..m| =T [s + 1..s + m],
altsa n — m + 1 mulige veerdier af s.

Denne greense er taet, da vi i veerstetilfeelde har T = a™ (n a’er ved siden
af hinanden) som skal sammenlignes med a™, altsa matcher den alle steder. Vi
foretager altsd m sammenligner pa alle s = O ((n —m+1)m). Hvis m = 2

giver dette © (nQ) ’

Rabin-Karp

Hele ideen bag Rabin-Karp algoritmen er at vi sammenligner hele P [1..m] med
T[s+1..s +m].

Vi gar til at starte med udfra at ¥ = {0, 1,2..9}, saledes at en streng pa k tegn
kan opfattes som et tal pa k cifre.

Vi laver derfor P[1l..m] = p om til dens tilsvarende tal veerdi. Det samme er
geaeldende for T, her skal vi bare lave sub-strengen t; = T [s + 1..s + m] for
s=0,1.n —m om.

Vi har altsa nu at der er et gyldigt skift nar ¢5 = p.

Vi kan udregne p i linger tid (© (m)), vha. Horners regl:

p=P[m]+10(P[m —1]+10(P[m—2] + ..+ 10 (P[2] + 10P[1])...))

to kan regnes pa samme made. Da to = T'[1..n] bliver ogsa dette i © (m) tid.
De resterende t;..t,_,, kan regnes i konstant tid vha. fglgende sztning:

tox1 =10 (ts — 10" T [s+ 1]) + T'[s + m + 1]



med andre ord sa tager vi det vi er naet til (¢5) og treekker det mest betyden-
de tal (det leengst til venstre) fra. Sa skifter vi hele tallet til venstre (ganger
med 10) og ligger det neeste tal i reekken til. (Dette geelder selviglgelig kun for
(2=1{0,1..9})

Vi har altsa nu at der kraeves © (m) i forberedelses tid og © (n —m + 1) i sam-
menligningstid. (Vi laver sammenligner for to..t;,—m,)

Det eneste problem der viser sig nu er, at vi kan have tal der er sa store at de
ikke kan veere i et computerord. Arithmetiske operationer vil ikke kunne udfgres
i konstant tid pa sadanne tal. Et andet problem, som vi lgser med det samme,
er at vi kun kan bruge et begraenset . Laver vi vores forgaende setning om til

tey1 =d(ts =T [s+1]h)+T[s+m+1]

hvor d = || og h = d™~! (mod q), hvor g er et godt valgt primtal. Vi har nu to
tal vi kan sammenligne. t; mod ¢ og p mod q. Desveerre medforer ¢t; = p (mod
q) # ts = p ikke. Men vi kan bruge det til noget alligevel, for vi ved at fglgende
geelder ts £ p (mod q) = ts # p. Vi bliver altsa ned til at teste alle t; = p (mod
q) for at veere sikker pa at det er et hit og ikke bare et spurious hit (missed).

Kogretid

I veerstetilfeelde virker Rabin-Karp-algoritmen som den naive algoritme. F.eks.
kan vi kigge pa det samme eksempel som ved den naive. Hvis P = o™ og T' = a”
skal vi tjekke om alle hits faktisk er hits, altsa far vi © ((n — m + 1) m).

I praksis forventer vi ikke sa mange hits, f.eks. et konstant antal k. I sadanne
tilfaelde vil kgretiden veere O ((n — m + 1) + km) = O (n 4+ m). Risikoen for at
fa et spurious hit (t; = p (mod q)) er %, altsa kan vi forventer i stgrrelses ordnen

0] (%) spurious hits. Da vi i veerstetilfeelde bruger O(m) lige meget om det er
et spurious hit eller et rigtigt hit og der er linsert antal steder hvor p = t, fejler.
Dermed vil vores algoritme kore O(n) + O (m (v + %)), hvor v er antalet af

reale hits. Veelger vi ¢ > |m| er kgretiden O(n) hvis v = O(1). Altsa har vi en
kgretid pa O(n +m), men da n > m vil dette veere O(n).

Endelige Automater

Smart fordi vi kun behgver at kigge pa hvert tegn én gang og vi bruge konstant
(O (1)) ved hvert tegn, altsa O (n) for n tegn. Problemet er at vi skal bygge en
fgrst.

En endelig automat M bestar af 5 ting:

e (: et endeligt antal tilstande

qo: start tilstand

e A C (@: accepterende tilstand

¥ et endeligt alfabet

6: Transaktionsfunktion, gar fra en tilstand til en anden



Den har desuden ogsa en funktion ¢, kaldet final-state function. Denne funktion
mapper fra ¥* over i @, sadan at ¢ (w) er den tilstand M ender op i, efter at
have skannet strengen w. ¢ er defineret ved:

String-matching Automat

Der findes en endelig automat til alle forekomster af P. Denne automat skal
laves i et forberedelsesskridt, for vi kan bruge den til at sgge i T'. Vi kan f.eks.
have en streng-automat der ser saledes ud:

Problemet er nu at finde den funktion der sender os fra en tilstand til en anden.
Her vil vi definere suffiz funktionen o (x), der er leengden af det leengste prefix
af P, som ogsa er et suffix til x.

o (z) =max{k: Py, D x}

Eksempler pa dette kunne vaere et P = ab, her ville vi have o (¢) = 0, o (ccaca) =
1 og o (ccab) = 2. Vi ved nu at for et mgnster pa leengde m vil o (z) = m hvis
og kun hvis P D «x

Vi kan nu definere vores streng-matching automat til at have et szt tilstande,
Q{0,1,..,m}. Start tilstanden er go og den eneste accepterende tilstand er T,,.
For at vise at algoritmen fungere korrekt, vil vi, for en funktion ¢ for et mgnstre
P og en tekst T'[1..n] bevise at

¢ (Ti) = o (T3)

for i = 0,1..,n. Dette vil vi bevise ved induktion pa i. Lad os antage at ¢ (T;) =
o (T;) og derved bevise at ¢ (Ti41) = o (T;4+1). Basis tilfeeldet, med ¢ = 0 er
trivielt, da, hvis vi ikke har skannet nogle tegn, sa er Top = € = ¢ (Tp) = 0 =
o (Ty). Lader vi ¢ (T;) = g og a =T [i + 1].

¢ (Tiv1) = ¢ (Tia

~—

Hvis vi gar ind i tilstand g, sa vil ¢ veere den stgrste veerdi saledes at P, D T;.
Altsa har vi at hvis ¢ = m hvis og kun hvis mgnsteret P lige er blevet skannet.



En made at bygge en endelig automat pa, er at lgbe alfabetet igennem, og tjekke
hvor de forskellige tegn vil fgrer en hen, nar man antager at man er kommet
k vej i teksten. F.eks. med X{a,b} og m = abaaba vil vi kigge pa hvorhen vi
kommer fra plads 0. Med et a ville vi komme til plads 1, mens vi med et b ville
blive 1 0. Hvis vi bruger denne fremgangsmade vil vi lgbe hele ¥ igennem for
hver plads i m = O (m|X]). For hver gang vi ger dette risikere vi at skulle ga
m + 1 tegn tilbage i reekken for at finde ud af hvor vi skal hoppe hen, og vi
risikere at skulle sammenligne m gange, altsa:

O (m|Z|- (m+1)-m)=0 (m*|Z|+m?|Z|) = 0 (m?*|X])

Vi har altsa O (m? |2]) forberedelses tid og © (n) matching tid. Dette kan gores
bedre, med Knuth-Morris-Pratt-Algoritmen, men dette er udenfor pensum.



